chapitre 1 

Le probleme de Cauchy. Resultats fondamentaux. 

1. Notion de solution maximale. Probleme de Cauchy. 
1.1 Forme normale d'une equation differentielle y' = f(x ,y). 

On etudie ici les equations differentielles (ou systemes d' equations) de la 
forme: y' = f(x,y) (E) ( forme normale ) ou f est une fonction continue sur un 
ouvert UcIR x R n , a valeurs dans IR n et y une fonction de classe C 1 sur un 
intervalle de IR a valeurs dans IR n . 

• Exercice: Verifier que si f est de classe C p , toute solution de y' = f(x,y) est de 
classe C p+1 . Exprimer les derivees y (k) , pour k<p+l en fonction des derivees 
partielles de f et de y. 

Forme normale des equations et des systemes d'ordre superieur: 

Une equation d'ordre n : y (n) = F(t, y(t), y'(t), .... y (n_1) ) ou y est une fonction de 

classe C n a valeurs dans IR P se ramene a un systeme d'ordre 1. 



Pour cela on associe Y 



y,y\ ,y (n - 1) 



a la fonction y, ce qui definit une 



fonction a valeurs dans IR np qui est solution d'un systeme Y' = G(t, Y) ssi y 
verifie le systeme d'ordre n precedent. 

Exemple: Considerons l'equation x"+x= n(l-x 2 )x' (V) (equation de Van der 

Pol). Associons a toute fonction x(t) deux fois derivable, la fonction 
vectorielle X(t) = (x(t), x'(t)). 
II est immediat que x(t) est une solution de (V) ssi X(t) verifie le systeme du 
premier ordre: 

X' 1 (t)= X 2 (t) 
X' 2 (t)=-X 1 (t)-^(l-x 2 )X 2 (t) 



1.2 Solutions maximales et solutions globales. 



definitions: on dit qu'une solution de (E), defmie sur un intervalle I est une 
solution maximale de (E) si elle n'admet pas de prolongement a un intervalle 
contenant strictement I . 
Dans le cas ou l'ouvert de definition de f est de la forme J x U' ou J est un 
intervalle ouvert de IR et U' est un ouvert de IR n , on dit qu'une solution est une 
solution globale si elle est defmie sur 1' intervalle J. 
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illustrations: y' = 1 + y 2 n'a pas de solution globale... alors que toute solution 
maximale d'une equation lineaire y' = a(x)y + b(x) est une solution globale (ie: 
definie sur D a n D b ). 



Theoreme : 

Toute solution de (E) se prolonge en une solution maximale au moins. 



dem: [Dem] ou [Schwartz]. C'est une consequence facile du lemme de Zorn. 

Sous les hypotheses du theoreme de Cauchy-Lipschitz nous montrerons ce 
resultat plus directement. 

1.3 Equation fonctionnelle associee a un probleme de Cauchy. 

La remarque qui suit est essentielle. 



Soit U un ouvert de IR x R m et f: U — » R m , une fonction continue. 

Une fonction y(t) de classe C 1 , definie sur un intervalle contenant t 0 est solution 

f y'= f(t,y) f 
du probleme de Cauchy (EO) < , ssi y(t) = yg + f(u,y(u))du. 

[y(to) = yo " J 

to 



2. Notion de cylindre de securite. 



Soient C = [t 0 - T, t 0 + T] x B (y 0 , R) un voisinage compact de (to, yo) contenu 
dans U, M un majorant de f sur C et y(t) une fonction continue, definie sur 

l'intervalle I = [t 0 - T, t 0 + T] et a valeurs dans la boule fermee B (y 0 , R). 

t 

Posons T(f)(t) = y 0 + J f (u,y(u))du . 

to 

Comme |T(f)(t) - y 0 || < M|t- 1 0 | il suffit que l'on ait MT < R pour que T(f) 

soit definie sur 1' intervalle I et que son graphe soit contenu dans C. 

Cette remarque nous conduit introduire la notion tres utile de cylindre (ou 

tonneau ou...) de securite 



On dit que C est un cylindre de securite pour le probleme de Cauchy (EO) si la 

condition T < — est remplie , M etant un majorant de llf II sur C. 
M 
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• Pour toute fonction f continue definie sur un voisinage de (t 0 , yo), il existe des 
cylindres de securite pour le probleme (EO). 

II suffit en effet de prendre un cylindre [t 0 -T 0 , t 0 +T 0 ] x B (y 0 , R) contenu 
dans U, sur lequel f est bornee par M et de choisir T = inf(T 0 , R/M). Le 
cylindre C ainsi obtenu est un cylindre de securite pour (E 0 ). 

• Si C est un cylindre de securite pour (E 0 ), l'operateur T transforme toute 
fonction continue sur I = [t 0 -T, t 0 +T], dont le graphe est contenu dans C, en 
une fonction continue sur I dont le graphe est aussi contenu dans C. 

• En particulier toute solution de (EO) definie sur I (qui est done invariante par 
T) a son graphe contenu dans C. 



• Lorsque (p 0 (t) est definie sur I, la relation cp n+ i(t) = yo + f( u » ( Pn( u ))du 



permet de construire une suite de fonctions qui sont toutes defmies sur I, ce 
qui apparaitra essentiel dans la demonstration du theoreme de Cauchy- 
Lipschitz. 
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3. Le theoreme de Cauchy-Lipschitz. 



On dit que f est k-lipschitzienne en y ssi ||f(t,y) - f(t,z)| < k|y- z| pour (t,y), 

(t,z) dans U. On dit que f est localement lipschitzienne en y, si tout point de U 
admet un voisinage sur lequel f est lipschitzienne en y. 

Cette propriete de la fonction f, supposee par ailleurs continue, assure 
l'existence et l'unicite d'une solution maximale du probleme de Cauchy. Nous 
verrons (chapitre 2) que sous la seule hypothese de continuite de f, l'existence 
d'une solution maximale est assuree, sans qu'il n'y ait necessairement unicite. 

Remarquons qu'il existe des classes d'equations differentielles y' = F(t, y), pour 
lesquelles chaque probleme de Cauchy admet une solution et une seule sans que 
F ne soit necessairement localement lip en y. C'est le cas par exemple des 
equations a variables separables (de la forme y' = f(t)g(y) = F(t, y), f et g 
continues). 

3.1 Etude locale. 

Gardons les notations du paragraphe precedent. 



Theoreme 3.1: (de Cauchy - Lipschitz, existence et unicite locales) 

Si f est lipschitzienne en y, si C est un cylindre de securite pour le probleme 
(EO), il existe une solution de (EO) definie sur I = [t 0 - T, t 0 + T] ,et une seule. 



demonstration: prouvons d'un meme jet le theoreme 3.1 et le theoreme 
d' existence et de continuite en fonction des parametres... 

probleme avec parametre: Soit f : (t,y, X) gUxAc K. x R n x A — » f(t, y, 
X) g R n continue, K-lipchitzienne en y (K independant de t et XJ), A etant 
localement compact. 



Theoreme 3.2: continuite de la solution dependant d'un parametre. 

• II existe un compact [to-T,to+T] xB(yo, r) x A 0 , tel que pour tout X eAg, le 

cylindre C = [to-T,to+T] x B(yo, r) soit un cylindre de securite pour (E^). 

• la fonction (t, X) — » y^(t) , ou y^ est la solution du probleme (Ex) sur I, est une 
fonction continue sur C. 



Notons (E^) le probleme de Cauchy 
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demonstration: 



1 .La methode du point fixe de Picard: [Schwartz] ,[Dem] [Z & Q] etc... 

• (t 0 , yo, V) admet un voisinage compact [to-T',to+T'] xB(yo, r) x A 0 sur lequel 
f est bornee. En choisissant T= inf(T', r/M), C est un cylindre de securite pour 
tous les problemes (Ex). 

t 

• Posons: O^(y) (t) = yg + j" f(u,y(u),A)du, ce qui definit un operateur 



t 



o 



fonctionnel de l'espace E des fonctions continues de I dans IR m dans lui- 
meme. 

• admet une iteree contractante pour la norme uniforme. 

t 

<D,(y) (t) - O k (z) (t) = J f(u,y(u)A) - f(u,z(u),A)du 



^ (2) x(y)(t)-^ (2 \(z)(t) 



< 



K J || * a. (Y)(u) - (z)(u)|du 



to 
t u 



j" J I y(s) -z(s)|^isdu 



to to 



K 2 ii , . , . ii 
<— ||y(t) - z(t)|| . 



Une recurrence facile montre que: (y)(t) - (z)(t) 



K n ii , „ , . ii 
<— y(t)-z(t) 
n! 



On en deduit, puisque E est un espace de Banach pour la norme uniforme, que 
pour tout XeA, admet un point fixe unique y^ et que 1' application X 
->yx, est continue sur A 0 . 



Pour en deduire la continuity de (t, A,)— » y^(t) sur I x A 0 , ecrivons: 
yA.( t )-yn(u)|<|yA.(t)-yA.(u)| + |yA,(u)-y^(u)| et le resultat devient 
evident puisque le second terme est majore independamment de u par 



2. Nous donnerons une autre demonstration du theoreme de Cauchy Lipschitz 
faisant intervenir les fonctions d'Euler dans le chapitre 2. 
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Remarque: les conditions initiales pour les equations d'ordre superieur. 

On sait qu'une equation d'ordre n de la forme Y (n) = F(t, Y(t), Y (n_1) (t)) ou Y 
est une fonction vectorielle a valeurs dans E, est equivalente a un systeme du 
premier ordre de la forme Z' = G(t, Z(t)) ou Z est la fonction definie par Z(t) = 
[Y't), Y'(t),..., Y (n - !) (t)] . 

La condition initiale Z(t 0 ) ) = Z 0 s'exprime done {Y(t 0 ) = Y 0 , Y (n_1) ( 0 ) = Y n _i} 



3.2.Continuite en fonction des conditions initiales. 



Theoreme 3.3: dependance de la solution en fonction de (t 0 , yo ). 

On suppose, comme dans le theoreme 2, que la fonction f(t, y, X) est continue, 
localement lipschitzienne en y sur U. Alors: 

• Pour tout triplet (t 0 , yo, Xo ) dans U x A, il existe T > 0 , R >0, tels que : 

si V = [to-T,to+T] x B(yo, R), pour tout (ti, yi, Xi) g V x A 0 , la solution du 
probleme {y' = f(t, y, Xi) et y(ti) = yi} est definie sur [t 0 -T, t 0 +T]. 

• La fonction (t, ti, yi, A,i )-> y(t, ti, yi, X\ ), ou t -> y(t, ti, yi, Xi ) est solution 
du probleme precedent est continue. 



references: ces resultats sont demontres dans [Dem], [Z & Q], ...(ainsi que les 
theoremes analogues de differentiabilite). 

demonstration: 

etape 1: 

existence d'un intervalle sur lequel sont defmies des solutions des problemes 

{y'=f(t,y,X 1 ),y(t 1 )=yi}. 

Soit C = [to-T 0 ,to+T 0 ] x B(yo, R 0 ) un cylindre de securite pour les problemes de 
Cauchy {y' = f(t, y, X) et y(t 0 ) = yo} lorsque X decrit un voisinage de X 0 (voir 
demonstration du theoreme 2). 

On a MTq < Rq ou M est un majorant de f(t,y,X) sur C x A 0 ... 

Posons V = [to-T,to+T] x B(yo, R) ou T = T 0 /3 et R = R 0 /3. 
Prenons (ti, yi, X± ) e V x A 0 . 
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On obtient un cylindre de securite pour le probleme de Cauchy (El): {y' = f(t, 

y, et y(tO = en posant d = V = [to- 2T 0 /3,to+ 2T 0 /3] x B(yo, 2Ro/3) 
(contenu dans C sur lequel f est majoree par M). 

La solution yi de ce probleme est done defmie sur [to- 2T 0 /3,to+ 2T 0 /3] qui 
contient [to-T,to+T]. 

etape 2: se ramener a une equation dont (tl, yl) sont des parametres. 

Notons x(t, (ti, yi, X\)) la solution de (El) sur l'intervalle [to-T,to+T]. 
Posons (p(s) = x(to + s , (ti, yi, X{)) - x(to , (t h y h X{)) . Elle verifie: 

(i) (p(s) est defmie sur [to-T,to+T]; 

(ii) cp(0) = 0; 

(iii) cp'(s) = f(to + s, [x(to + s , (t h y h Xi))], 

Posons g(s, z, [to, t h y h ^i)] ) = f(to + s, [z + x(to , (t h y h X\))], Xi), il vient 
encore: 

(iv) cp'(s) - g(s, z, |il). 

II suffit pour conclure de verifier que g satisfait aux hypotheses du theoreme 2, 
ce qui est facile. 



3.3. Etude globale. 

Theoreme 3.4: ( de Cauchy - Lipschitz global) 

Si f est continue et localement lipschitzienne en y , le probleme de Cauchy (E 0 ) 
admet une solution maximale et une seule et toutes les solutions du probleme 
sont des restrictions de cette solution maximale. 



demonstration: voir [Schwartz], [Z & Q] ou [Dem]. 

• Deux solutions u et v du probleme (E 0 ) defmies sur des intervalles ouverts J u 
et J v coincident sur l'intersection de leurs domaines. 

On pose A = {t e J u n J v ; Vs e[t 0 , t[, u(s) = v(s) }. 
Le theoreme d'unicite locale nous assure que A contient un voisinage a droite 
de to. Posons p = sup A . 
Supposons que P eJ u nJ v . Par continuity de u et v, on a u(P) = v(P). Le 
theoreme d'existence et d'unicite locale nous apprend que le probleme de 
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Cauchy de condition initiale y(P) = u(P) admet une solution et une seule au 
vois de p. Cette solution coincide sur un voisinage a droite de P avec u et v 
qui sont egales au dela de p = sup A . Contradiction. 

• Soit S 1' ensemble des solutions de (E 0 ) defmies sur un intervalle contenant t 0 . 

Deux elements u et v de S coincident sur J u n J v , ce qui permet de definir 
une fonction U sur la reunion de ces intervalles J = uJ u , en posant U(t) = 

u(t) ou u est une fonction quelconque de S dont 1' intervalle de definition 
contient t. U est maximale par construction et une autre fonction maximale est 
aussi defmie sur J et coincide avec U. 

Remarque: la propriete d' existence et d'unicite locale nous permet de montrer 
qu'il existe une solution maximale sans faire appel au lemme de Zorn. Le 
resultat enonce en 1 reste plus general. 

Exercices 

Exercice 3.1; Cas ou la fonction f n'est pas lipschitzienne en y. 

i 1 1/2 

Etudier le probleme de Cauchy { y'(t) = t.|y| , y(t 0 ) = yo } . Monter qu'il 

admet pour certains couples (tO, yO) une infinite de solutions globales sur 

i 1 1/2 

IR (penser a prolonger les solutions du probleme y'(t) = t. |y| , y(ti) = yi). 

Exercice 3.2: que faire avec le theoreme de Cauchy-Lipschitz? 

Soit (E) l'equation differentielle y'(t) = sin(t y(t)) (voir plus loin, exercice 4.3 
une etude plus detaillee). 

Montrer que si t — > y(t) est une solution de (E), y est de signe constant, que les 

fonctions t — » -y(t) et t — » y(-t) sont egalement solutions, en deduire que si 

y(t) est une solution maximale defmie sur un voisinage de 0 c'est une fonction 
paire. 
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4. Inequations differentielles. 

En major ant/minor ant le deuxieme membre d'une equation differentielle, on 
majore/... ses solutions a droite et on les minore/... a gauche. 



Theoreme 4.1: 

Soit F une fonction continue sur ]a,b[ x Q (ou czR) et u(t) une fonction 

derivable (ou bien continue et admettant des derivees a droite et a gauche) sur 

un intervalle I contenu dans ]a,b[, qui verifie 1' inequation differentielle: 

u'(t)<F(t,u(t)) 

; ; (ou bien: u' d (t), u' g (t) < F(t,g(t))...). 

u(to) = yo 

fg'(t) = F(t,g(t)) 

Si g est une solution du probleme de Cauchy: < , pour tout t el, 



g(to) = yo 



si t>to, g(t)>u(t) 
si t<to, g(t)<u(t). 



fu'(t)<F(t,u(t)) 

Remarque: l'hypothese < conduit a un resultat analogue mais 

[u(to) < yo 

sur t > t 0 seulement. 

On generalise ce resultat a des inequations differentielles dans IR m de la facon 
suivante: 



Theoreme 4.2: 

Considerons une equation differentielle scalaire z' = M(t,z) ou M est une 
fonction a valeurs reelles positives, continue sur ] a,P[ x R + . 
Soit to e] a,P[. 

Soit g une solution de l'equation differentielle g'(t) = M(t,g(t)) sur [to,P[. 
Soit f: U — » IR m (ouvert U de IR x IR m) , continue et derivable a droite sur [to,P[, 
verifiant 1' inequation differentielle : 

I f d '(t) I < M(t, I f(t) - x 0 I ) et I f(to) - x 0 I < g(to). 

Alors, 

• Pour tout t e[to, P[, on a : || f(t) - x 0 || < g(t). 

• Si de plus, f est derivable a gauche, la derivee a gauche verifiant la meme 
inegalite, || f g '(t) || < M(t, || f(t) - x 0 || ), la maj oration est stricte en tout 
point t > to et on obtient l'inegalite inverse sur t < to. 
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references: On trouvera la demonstration de ce resultat dans [Schwartz II p 
366] (avec l'hypothese / derivable) ou dans [V&P], (avec l'hypothese f 
derivable a droite)... ou en exercice, pour ce qui est du cas reel, dans [Dem, 
prob. 2 p 138]. Signalons enfm la demonstration de [Z QJ. 

demonstration: par commodite d'ecriture demontrons le Theoreme 4.1. 
Remarquons tout d'abord, qu'en un point t 0 tel que u(t 0 ) =g(to), on a: 
u'(to)<F(t 0 ,yo) = g'(to). 

Sur un voisinage de t 0 , on a done u(t) < g(t) si t > t 0 et l'inegalite contraire sinon. 

Soit alors J ={t g [t 0 b[ / u(s) < g(s) pour t 0 < s < t}. J est non vide d'apres la 
remarque precedente. 

Posons P =sup(J). Montrons par l'absurde que [3 est egal a b . 
Si (3 < b, par continuity de u et de g on a u(P) = g(P) (si u(P) < g(P), l'inegalite 
stricte est verifiee au dela de P). Cette situation est contredite par la remarque 
preliminaire. Q 



Exercices 

Exercice 4.1 : Soit l'equation differentielle y' = y + x et f une solution 
maximale de cette equation defmie sur ]ct, P[. 

a) Montrer que P est reel et que f tend vers l'infini en p. 

b) Montrer que si ]ct, P[ contient t 0 assez grand alors a est reel et f tend vers 
en a. 
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remarques: 

• on peut en fait montrer que les solutions s'expriment a l'aide des fonctions 
de Bessel (qui ne sont pas des fonctions elementaires!): 



CI BesselY 



y(x) = 



f -2 2 3/2^ 
U 3 



+ BesselJ 



f -2 2 3I2\\ 



\3' 3 



x 



r l 2 312^ 



CI BesselY ~, ~ x 
U 3 



+ BesselJ 



12 3I2\ 
~~x 
3 3 



une etude detaillee de cette equation fait l'objet du probleme d'agregation 
interne 90 et done de ses corriges. 



Exercice 4.3: 



Soit (E) l'equation differentielle y'(t) = sin(t y(t)) (un classique!). 

a) On etudiera cette equation sur (t > 0, y >0) apres avoir etabli les resultats de 
l'exercice 3.2. 

b) Determiner les isoclines de pentes 0 et ±1 . 
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y" = sin(ty) 




(representation des solutions avec graph'x) 
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Exercice 4.2 : interpreter le lemme de Gronwall a la lumiere du theoreme 
de comparaison. 



Soit cp une fonction continue telle que cp(t) < A + B 



Bt— t 

intervalle I, montrer que cp(t) < Ae 01 (lemme de Gronwall) 



fcp(s)de 
J to 



sur un 



Application: Soit f k-lipschitzienne en y sur un cylindre de securite C pour le 
fy'(t) = f(t,y(t)) 

probleme < . Montrer que si les fonctions yi et y 2 sont des 

I y(to) = yo 

solutions Si-approchees de ce probleme, (ie: |yi(t) - f(t,yi(t))| < s ; et yi(t 0 ) = yo 



e kt_t ° -1 

,i= 1,2), alors: y 1 (t)-y 2 (t) < (ej +e 2 ) sur [t 0 -T, t 0 +T 



5. Allure des solutions maximales d'une equation differentielle. 



Theoreme 5.1 : allure des solutions maximales. 

Soit F une fonction continue sur ]a,b[ x Q, localement lipschitzienne en y, et u 
une solution maximale de l'equation differentielle y'(t) = F(t,y(t)) definie sur un 
intervalle I = ]a,P[ . 
Alors, * soit P = b, 

* soit u(t) tend vers la frontiere de Q lorsque t tend vers P 
(i.e.: pour tout compact KcQ, il existe s el, tel que t > s =>u(t) g K). 

references: Ce theoreme est vrai en supposant f continue. Sous l'hypothese que 
f est localement lipschitzienne en y la demonstration est plus facile a exposer 
(oral). On trouvera les deux demonstrations dans [Schwartz II, p 364]. Ce 
theoreme est egalement demontre dans [V&P] (cas general) , [Avez] (champs 
localement lip) et dans [Z Q] . 

demonstration: Soit u(t) une solution maximale de y' = F(t, y) definie sur 
]a,P[. 

* Supposons que p < b et que la deuxieme condition ne soit pas remplie: 

II existe alors un compact KcQet une suite (t n ) d'elements de ]a,P[, de 
limite p, tels que u(t n ) e K. 
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La suite (u(t n )) admet un point d' accumulation z dans K. Le couple (P, z) admet 
un voisinage contenu dans le pave sur lequel F est definie, qui est un cylindre 
de securite pour le probleme de Cauchy: {y' = F(t, y) et y(P) = z}. 
Notons C = [P-T, P+T]x B(z,R) ce cylindre (pour lequel MT < R, M majorant 
de F sur C). 

Nous voyons facilement que pour tout (t, x) dans [P-T/3, P+T/3] x B(z,R/3), le 
cylindre [t-2T/3, t+2T/3] x B(y,2R/3) est un cylindre de securite pour le 
probleme de condition initiale y(t) = x. 

Ce probleme admet une solution qui est definie sur [t-2T/3, t+2T/3]. Cet 
intervalle contient [p-T/3, P+T/3]. 

Prenons alors t = t n , notons y n la solution du probleme de condition initiale (t n , 
u(t n )). Posons v(t) ~ u(t) si t < t n et v(t) = y n (t) si t > t n . 

Cette fonction est une solution (car en t n les derivees a droite et a gauche 
verifient y' = F(t n , u(t n )) = F(t n , y n (t n ))...). Elle coincide done avec u sur leur 
ensemble de definition commun. C'est un prolongement de u a ]a, P + T[. 
La contradiction est obtenue. 



Exercice: 

Exercice 5.1 conditions suffisantes d'existence de solutions globales. 

a) Soit f une fonction continue sur I x R n . 

On suppose que, pour tout intervalle [a, b] contenu dans I, il existe une fonction 

F: R^R+ telle que: (i) ||f(t,x) || < F( ||x || ) et (ii) = +00 . 

Jo F(s) 

Montrer que les solutions maximales de y'(t) =f(t,y(t)) sont des solutions 
globales. 

indication: introduire r(t) 2 = || y(t) || 2 et deriver. On en deduira que r verifie 
l'inequation differentielle r' < F(r). 

b) Etudier l'equation a variable separables y' = a(t) y, ou a(t) est definie sur R. 

c ) Equations lineaires: 

Montrer qu'une equation lineaire Y'(t) = A(t) Y(t) + b(t) ou A: t — ► L(E) est une 
famille d'endomorphismes de E, b t — . E, une fonction vectorielle continue a des 
solutions maximales qui sont des solutions globales (lemme de Gronwall et 
allure des solutions maximales). 



14 



chapitre 1 

6. Exemple d'etude detaillee : l'equation 



y' = y 2 - x 



C'est encore un exemple classique. 

L'etude de cette equation est proposee comme probleme detaille dans [Dem], p 
137, elle figure egalement dans le livre Systemes differentiels, de Artigue et 
Gautheron chez CEDIC (epuise en librairie). Enfm [Anal 3] le propose comme 
exercice corrige. 

Nous suivons la demarche proposee par [Dem] qui peut servir dans une lecon. 

a) isoclines: ce sont les courbes d'equations (y 2 - x = p), en particulier Io a pour 
equation (y 2 = x). On notera aussi (y' <0). 



P~ (y y < 0)= (y 2 -x < 0) est une zone piege 

( ie: (xo,f(xo)) eP"=>(x,f(x)) eP" pour tout x > xo); 



En effet: considerons f une solution maximale de 1' equation defmie sur un 
intervalle I = ]a,[3[ . 

Soit xo g I, tel que (xo,f(xo)) eP~ Posons J = {x > xo/ (x,f(x)) eP"} et c = sup 
J. 

• Si c = P , c'est fmi. 

• Sinon, par continuite, (c,f(c)) e Io. 

La pente de la courbe representative de f en ce point est nulle. 
II existe s > 0 tel que: c- s< t < c => (t,f(t)) est exterieur a P". 
Cela est contradictoire. 



b) lieu des points d'inflexion : En derivant 1' equation et en remplacant, on 
obtient: y " = 2yy'- l=2y(y 2 -x) - 1 = 2y 3 -2xy - 1 . 

2 1 

L'ensemble des points d'inflexion est la courbe d'equation (x = y ), qui a 

2y 

2 1 2 1 

deux composantes II (x = y et y>0), et I2(x = y et y <0), et partage le 

2y 2y 

plan en trois parties. 

c) . Comparons les pentes en un point d'intersection Mo d'une courbe C 
solution, et de Iu 

cot) La pente de C en ce point est p = l/2yo; 

9 2 

Celle de Ij est p' = — ^— r . Onadoncp>p'. 

F l + 4yo 3 F F 

Consequence: au voisinage de xo, 

si x < xo, la courbe C est au dessous de Ify' '=0 et y'> 0), 
si x > xo, elle est au dessus. 
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c.3 ) C ne rencontre 7/ qu'en un point: 

Posons J = {x > xo/ f'( x ) > 0}, on montre comme ci-dessus, en raisonnant sur la 
continuity de f ', que c = supJ = p. II n'y a pas de point d' intersection d'abscisse 
superieure a xo. 

Mo est done le seul point d' intersection (raisonner par l'absurde...). La solution f 
a done une derivee positive au vois de xo et strictement croissante sur ]xo, 
+00 [, la courbe ne rencontre nulle part F qui est une zone piege, en 
particulier f est croissante. 

c.y) branches infinies: 

Rappelons que f est une solution maximale de l'equation defmie sur I = ]a,P[. 
• Montrons que 3 est reel: 

Si ce n'est pas le cas, f est defmie sur [xo, +oo [, on sait que f y est croissante 
(puisque la courbe ne sort pas de (y"> 0 et y' >0). 

X 

On a done y' > po et f(x) > j* pdt + f(xo) = px + f(xo) pour x > xo. 

xo 

■ ■ 2 2 

Ainsi, f (x) = f (x) - x > f (x) / 2 pour x > a suffisamment grand. 

D'apres le theoreme de comparaison, si x > a, alors f (x) > g(x), ou g est la 

solution de l'equation differentielle y'= y 2 /2 telle que g(a) = f(a). 

Or g(x) = — , a pour pole a + 2/f(a) > a (en effet la courbe solution 



envisagee verifie par definition f(xo) > 0 est f croit sur l'intervalle [xo, P [...). 
On a done p < a + 2 /f(a). 

• La courbe admet une asymptote verticale en 3. 

Demonstration directe: 

f croit au voisinage de P , admet done une limite 1. Si 1 est reelle, il existe 
une solution du probleme de Cauchy de condition initiale y(P) = 1, ce qui 
permet de prolonger f. 

C'est aussi une consequence du theoreme sur Failure des solutions maximales. 

Toute solution maximale admet une asymptote verticale en a _e JR. 

• Montrons que a est reel: 

Si ce n'est pas le cas, f est defmie sur un voisinage de -oo, de la forme ]-oo , a] 

2 2 

ou a < -1 . Sur un tel intervalle, on a: y' = y - x > y +1 . 
Soit g la solution de y'= y +1 telle que g(a) = f(a). 
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D'apres le theoreme de comparaison, si x < a, f (x) < g(x) = tan(x + c), cette 
fonction admet pour limite -oo en xl < a. 

• La courbe admet une asymptote verticale en a: 

On montre que f admet pour limite - oo comme dans le cas precedent. 

questions d) et e): 

le lecteur se fera un plaisir d'achever le probleme. 



remarque: on peut montrer (MAPLE V.3) que: 




(fait avec graph 'x) 
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Le theoreme du point fixe de Banach: 



Theoreme 1: theoremes du point fixe. 

Soit f : E — > E , ou E est un espace metrique complet. 

• On suppose f contractante de rapport k < 1 . Alors 

(i) f admet alors un point fixe a et un seul, 

(ii) pour tout x 0 eE, la suite (x n ) de premier terme xO, defmie par la relation 

in 

x n+ i = f(x n ), converge vers a avec: d(x n , a) < y^-d(x 0 , xi). 

• On suppose qu'une iteree f de f et contractante de rapport k < 1, alors f admet 
un point fixe et un seul. 

Theoreme 2: dependance du parametre... 

Soit f: (x, X) e E x A ->f(x,A,) e E, continue en X. 

On suppose qu'il existe un entier n et une constante k <1 tels que pour tout 
X appartenant aA,x^ f(x,A.) admet une iteree d'ordre n contractante de rapport 
k. 

Alors, pour tout X , f(.,X) admet un point fixe unique a^ et l'application X -^a.x, 
est continue sur A. 



demonstrations: voir [Schwartz I] ou [Choquet]... 
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Annexe 2 : methodes explicites elementaires. 



1. Equations a variables separables. 



Une equation differentielle a variables separables est une equation de la 
forme y'(t) = h(t)g(y) definie sur I x J, intervalles ouverts ou les fonctions h et g 
sont continues sur I et J respectivement. 



Theoreme: On suppose que g(y) ne s'annule pas sur J. Pour tout (t 0 , y 0 ) elx J, 



seule definie sur un voisinage de t 0 dans I. 



demonstration: on justifie facilement que la seule solution du probleme est la 
fonction y(t) = G _1 o H(t) ou H est la primitive de h nulle en t 0 et G la primitive 
de g nulle en y 0 . 



Exercice 1.2: On considere l'equation t sin(y(t))y'(t) = 2out>A>0. 

a) Montrer qu'une solution maximale du probleme de Cauchy de condition 
initiale y(a) = y 0 definie sur [a, b[est monotone et bornee. Que peut on dire de 
l'allure de la solution au voisinage de b? 

b) Donner une expression de y(t) et discuter de 1'intervalle [a, b[ en fonction du 
choix de y 0 . 

Exercice 1.3: Soit y' = h(x)g(y) une equation differentielle a variables 
separables, les fonctions g et h etant positives, definies sur ]0, +°o [ et ]to, +oo [ 
respectivement, avec g > 0 et h> 0,. 




admet une solution maximale et une 



Exercice 1.1: etudier V 




a) Montrer que si 1' integrate 



1 



<lt diverge, alors le probleme de Cauchy 



a g(t) 



< admet une solution sur ]0, +<x> [ pour tout y 0 > 0. 

{ y(t 0 ) = yo 

b) Que dire lorsque l'integrale converge? 
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2. Equations lineaires du premier ordre ou s'y ramenant 



On est ici cense connaitre les methodes de resolutions des equations lineaires 
d'ordre 1. 

exercice 2.1: equation de Bernoulli. 

Soit (E) l'equation differentielle y' = a(t)y + b(t)y a ou a et b sont des fonctions 
continues sur I et a est different de 1 . 

a) Montrer que le changement de fonction inconnue z = y p (on choisira 
correctement l'exposant) conduit a la resolution lineaire. 

b) Resoudre comme cela: (i) y' - 4 ^ = x -\fy 

(ii) y - 1 = x 3 y 4 

exercice 2.2: equation de Riccati 

Soit (E) l'equation differentielle y' = A(t) y 2 +B(t) y + C(t) (ou A, B et C sont 
continues sur I). On sait resoudre une telle equation des que Ton en connait une 
solution particuliere f. 

a) Montrer que le changement de fonction inconnue y = f + u (ou u est la 
nouvelle fonction inconnue) nous ramene a une equation de Bernoulli (B). 
Exprimer les solutions de (E) en fonction de f. 

y 4 

b) Resoudre y' + y + ^ -— = 0 
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3. Equations homogemes 



exercice 3.1: 

On dit qu'une equation est homogene si elle est de la forme y' = f(p, f etant 
continue sur un intervalle J de IR. 

a) Montrer le theoreme suivant (en posant y(t) = t.u(t)...) 

• Si f est continue sur ]a, b[, si l'equation f(u) = u n'a pas de solution sur ]a, b[, 



alors pour tout (t 0 , y 0 ) tel que a < — < b, le probleme de Cauchy ' 

yo 



i y(to) = yo 

admet une solution maximale et une seule dont le graphe est contenu dans G = 



{(t,y)/a<^<b}. 



b) illustration: y' (t) = h/t 2 -y 2 (t) + y) = f(^) 

• rechercher les solutions telles que f(u) =u. 

y 

• Preciser l'isocline 0 et regionner le domaine de definition de f(p. 

• Rechercher les solutions maximales. 



4.Methode de variation des constantes pour les equations lineaires. 

Exemple 4.1 : Soit (E) (x+l)y" - y' -xy = C(x) d'equation homogene associee 
(H): (x+l)y" - y' -xy = 0. 

a) Rechercher les solutions de (H) developpables en serie entieres. Soit cp une 
telle solution. 

b) On pose y(t) = a(x)cp(x). Rechercher les solutions de de (E) et de (H) sous 
cette forme. Existe-t-il des solutions definies sur R? 
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Exercice 4: systeme differentiel de Lotka-Volterra 

(d'apres [Arnold p 41], voir aussi l'etude de ce systeme dans [A et F] t 3). 

a) Soit (E) y'(x) = u(x) / v(y) une equation a variables separables, on lui associe le 

fx'(t) = u(x(t)) 

systeme differentiel autonome: (S) < (ou X' = U(X)...). 

[y'(t) = v(y(t)) 

Montrer que les trajectoires (ou orbites) du systeme (S) sont les courbes integrates 
de 1' equation (E). 

Rappel: une courbe integrate d'une equation differentielle est une courbe de 

1 2 

classe C , cp: I^R telle que la pente de la tangente en cp(t) = (x(t), y(t)) verifie: 

y'(t) 



x'(t) 



= f(x,y). 



x'(t) = kx(t)-ax(t)y(t) 
b) On considere le systeme autonome < , dont les 

V( t ) = -lx(t) + bx(t)y(t)' 

coefficients sont des reels strictement positifs. Montrer que les orbites du 
systeme sont des courbes fermees, en deduire que les solutions du systeme sont 
periodiques. 
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